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概要：

❒

❒

▲

▲
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平面波という概念の導入：一次元から２，３次元を拡張

余弦波の等位相面が平面になっているので、平面波と呼んでいる

Ψ 𝑥, 𝑡 = 𝑒𝑖(𝓴∙𝒙)

𝓴 ∙ 𝒙 =位相＝定数
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𝒄𝒐𝒔 𝟗𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝟏𝟎𝒙 + 𝒄𝒐𝒔(𝟏𝟏𝒙)

𝒄𝒐𝒔(𝟏𝟏𝒙)

𝒄𝒐𝒔(𝟏𝟎𝒙)

𝒄𝒐𝒔(𝟗𝒙)

平面波の合成：
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平面波の合成による任意形状のポテンシャルを作成する：
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𝜕2Ψ 𝑥

𝜕𝑥2
+
8𝜋𝟐𝑚

𝒉𝟐
(𝑬 − 𝑽)Ψ 𝑥 = 0

ℏ𝟐

2𝑚

𝜕2Ψ 𝑥

𝜕𝑥2
+ (𝑬 − 𝑽)Ψ 𝑥 = 0

−
ℏ𝟐

2𝑚

𝜕2Ψ 𝑥

𝜕𝑥2
+ 𝑽Ψ 𝑥 = 𝐸Ψ 𝑥

シュレーディンガー方程式を少し変形する
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(
𝑝2

𝟐𝑚
+ 𝑽)Ψ 𝑥 = 𝐸Ψ 𝑥

𝜕2Ψ 𝑥

𝜕𝑥2
= −

𝑝2

ℏ𝟐
Ψ 𝑥

シュレーディンガー方程式を少し変形する

−
ℏ𝟐

2𝑚

𝜕2Ψ 𝑥

𝜕𝑥2
+ 𝑽Ψ 𝑥 = 𝐸Ψ 𝑥

𝐻Ψ 𝑥 = 𝐸Ψ 𝑥

①

②
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𝜳 𝑥 =෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥

{
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 𝑥 }𝚿 = 𝑬𝚿

両側に𝒆−𝒊𝒌𝒋𝒙をかけて積分する

{
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 𝑥 }෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥 = 𝑬෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥

波動関数の平面波基底近似
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𝒆−𝒊𝒌𝒋𝒙
𝑝2

2𝑚∗
+ 𝑉 𝑥 ෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥𝒅𝒙 = 𝒆−𝒊𝒌𝒋𝒙𝑬෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥𝒅𝒙

න 𝒆−𝒊𝒌𝒋𝒙
𝑝2

2𝑚∗
+ 𝑉 𝑥 ෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥𝒅𝒙 = න 𝒆−𝒊𝒌𝒋𝒙𝑬෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥𝒅𝒙

𝛿 𝑘𝑖 − 𝑘𝑗 =
1

2𝜋
න𝑒𝑖𝑥(𝑘𝑖−𝑘𝑗)𝑑𝑥

波動関数の平面波基底近似



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

11

න 𝒆−𝒊𝒌𝒋𝒙
𝑝2

2𝑚
෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥𝑑𝑥 = 𝛿𝑖𝑗

ℏ2𝑘𝑖
2

2𝑚
𝑐𝑖

න 𝒆−𝒊𝒌𝒋𝒙 𝑉 𝑥 ෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥𝒅𝒙 = න𝑉 𝑥 𝑒𝑘𝑖−𝑘𝑗 𝑑𝑥 𝑐𝑖

න𝒆−𝒊𝒌𝒋𝒙𝑬෍

𝑖

𝑐𝑖 𝑒
𝑖𝑘𝑖𝑥𝒅𝒙 = 𝐸 𝛿𝑖𝑗 𝑐𝑖

+

=

+

=

式の展開と計算：
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𝐻𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗
ℏ2𝑘𝑖

2

2𝑚
𝑉׬+ 𝑥 𝑒𝑘𝑖−𝑘𝑗 𝑑𝑥 = 𝐸 𝛿𝑖𝑗

ℏ2𝑘1
2

𝟐𝒎
න𝑉 𝑥 𝑒𝑘1−𝑘2𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘1−𝑘3𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘1−𝑘4𝑑𝑥

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘2−𝑘1𝑑𝑥 ℏ2𝑘2
2

2𝑚
න𝑉 𝑥 𝑒𝑘2−𝑘3𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘2−𝑘4𝑑𝑥

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘3−𝑘1𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘3−𝑘2𝑑𝑥 ℏ2𝑘3
2

2𝑚
න𝑉 𝑥 𝑒𝑘3−𝑘4𝑑𝑥

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘4−𝑘1𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘4−𝑘2𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘4−𝑘3𝑑𝑥 ℏ2𝑘4
2

2𝑚

𝐸𝟏

𝐸𝟐

𝐸𝟑

𝐸𝟒

=

{
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 𝑥 }𝚿 = 𝑬𝚿

行列計算における固有値と固有関数

（例：４個の平面波を展開した場合：𝐻4,4）
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𝐻𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗
ℏ2𝑘𝑖

2

2𝑚
𝑉׬+ 𝑥 𝑒𝑘𝑖−𝑘𝑗 𝑑𝑥 = 𝐸 𝛿𝑖𝑗

𝐸𝟏 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘1−𝑘2𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘1−𝑘3𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘1−𝑘4𝑑𝑥

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘2−𝑘1𝑑𝑥 𝐸𝟐 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘2−𝑘3𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘2−𝑘4𝑑𝑥

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘3−𝑘1𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘3−𝑘2𝑑𝑥 𝐸𝟑 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘3−𝑘4𝑑𝑥

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘4−𝑘1𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘4−𝑘2𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘4−𝑘3𝑑𝑥 𝐸𝟒

𝐸𝟏

𝐸𝟐

𝐸𝟑

𝐸𝟒

=

{
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 𝑥 }𝚿 = 𝑬𝚿

行列の対角化：固有値と固有関数

（例：４個の平面波を展開した場合：𝐻4,4）
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𝐻𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗
ℏ2𝑘𝑖

2

2𝑚
𝑉׬+ 𝑥 𝑒𝑘𝑖−𝑘𝑗 𝑑𝑥 = 𝐸 𝛿𝑖𝑗

ℏ2𝑘1
2

𝟐𝒎
න𝑉 𝑥 𝑒𝑘1−𝑘2𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘1−𝑘3𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘1−𝑘4𝑑𝑥

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘2−𝑘1𝑑𝑥 ℏ2𝑘2
2

2𝑚
න𝑉 𝑥 𝑒𝑘2−𝑘3𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘2−𝑘4𝑑𝑥

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘3−𝑘1𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘3−𝑘2𝑑𝑥 ℏ2𝑘3
2

2𝑚
න𝑉 𝑥 𝑒𝑘3−𝑘4𝑑𝑥

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘4−𝑘1𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘4−𝑘2𝑑𝑥 න𝑉 𝑥 𝑒𝑘4−𝑘3𝑑𝑥 ℏ2𝑘4
2

2𝑚

𝐸𝟏

𝐸𝟐

𝐸𝟑

𝐸𝟒

=

{
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 𝑥 }𝚿 = 𝑬𝚿

行列計算における固有値と固有関数

（例：４個の平面波を展開した場合：𝐻4,4）
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𝑘𝑥

b

a

Unit cell

V0

平面波設計: 

Φ 𝑥 = σ𝑖 𝑐𝑖
1

𝑎
𝑒𝑖𝑘𝑖𝑥

𝑘𝑖 =
2𝜋

𝑎
𝑖

𝑖 = 0,±1,±2,±3,… . . ±𝑁

න𝑉 𝑥 𝑒𝑘𝑖−𝑘𝑗𝑑𝑥 = 𝑉0
𝑎
∗
𝑆𝑖𝑛(𝑏 ∗ (

𝑘𝑖 − 𝑘𝑗
2 )

(
𝑘𝑖 − 𝑘𝑗

2 )

具体例：

𝑉 𝑥
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0.045eV

e2

e3

e1
0.18eV

0.40eV
e1

e2

e3

N    :  Mesh size   1000         Number of plane wave= 2*N+1=2001 
𝑎 : unite cell  size  30nm     ∆𝐸1 = 3.2𝑒𝑉 𝑚∗ = 0.26𝑚0

Wavefunction

Probability density

0.70eV

1.09eV

1.56eV

2.10eV

2.70eV

計算結果： 𝑎=30nm b=10nm  
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0.22eV

0.88eV

1.9eV

e2

e3

e1

e3

e2

e1

N    :  Mesh size   1000         Number of plane wave= 2*N+1=2001 
𝑎 : unite cell  size  30nm     ∆𝐸1 = 3.2𝑒𝑉 𝑚∗ = 0.26𝑚0

Wavefunction

Probability density

𝑎=30nm b=4nm  計算結果：
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水素原子

1𝑠

2𝑠

2𝑝

3𝑠

簡易型ポテンシャル
𝑉 𝑥 = 𝑥



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

19

気
体

(原子、分子）

液
体

固
体
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球座標変換

𝑉 = −
1

𝑟

水素原子：
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計算結果：

𝑠

𝑝

𝑑
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水素原子：波動関数



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

23



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

24



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

25



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

26



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

27



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

28



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

29



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

30



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

31

−
ℏ𝟐

2𝒎∗

𝜕2Ψ 𝑥

𝜕𝑥2
+ 𝑽Ψ 𝑥 = 𝐸Ψ 𝑥

有効質量法：𝒎∗の導入



曽我部東馬 電気通信大学-PERC

32

擬ポテンシャル法：
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全電子法
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有効質量法：𝒎∗の計算
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周期構造：

𝑎

𝑏

𝑯 =
𝑝2

2𝑚∗
+ 𝑉 𝑥

𝑉 𝑥 =෍

𝑛

𝑣 𝑥 − 𝑛 =෍

𝐺

𝑉𝐺 𝑒
𝑖𝐺∙𝑥

𝑤𝑖𝑡ℎ 𝐺 =
2𝜋

𝑎

𝑤𝑖𝑡ℎ 𝐺′=
2𝜋

𝑎
𝑛𝜳 𝑥 =෍

𝐺′

𝑐𝐺′
1

𝑎
𝑒𝑖(𝑘𝑖+𝐺

′(𝑛))𝑥

𝐻𝐺′𝐺′′ =
ℏ2(𝑘𝑖+𝐺

′′)2

2𝑚∗
𝛿𝐺′𝐺′′ + 𝑉𝐺′′−𝐺′
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𝑎 = 8𝑛𝑚

𝑏 = 2𝑛𝑚

𝒌𝒊=
𝜋

𝑁𝑎
𝑖(𝑖 = −𝑁 ∶ 𝑁)

𝑘𝑖 =
𝜋

10𝑎
𝑖 𝑘0 = 0

𝑘1,−1 = ±
1

10

𝜋

𝑎
𝑘10,−10 = ±

𝜋

𝑎

𝐸 =
𝑝2

2𝑚
=

ℏ2

2𝑚
𝑘2

𝐸

𝑘
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𝑎 = 4𝑛𝑚

𝑏 = 2𝑛𝑚

𝑎 = 2𝑛𝑚

𝑏 = 2𝑛𝑚
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𝜕2𝐸

𝜕𝑘2
= 𝛾 =

ℏ2

𝒎∗

𝐸 =
ℏ2

2𝒎∗
𝑘2

𝒎∗ = ℏ2(
𝜕2𝐸

𝜕𝑘2
)−1

有効質量𝒎∗:大

有効質量𝒎∗:小

有効質量𝒎∗が小さくなればなるほど、自由電子に似ていく
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バンド3：許容帯

バンド2：許容帯

バンド1：許容帯

バンドギャップ２：禁止帯

バンドギャップ１：禁止帯

有効質量𝒎∗が大きいとバンド幅は大きくなる

有効質量𝒎∗が大きいとバンド幅が小さくなり、バンドは平らになる

バンド と バンドギャップ


